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1. ˇ—¨˝Ö¨ˇ ´¨—ÒÓÀ¸Ü˝ÛÕ ˇ¯—¯Ì¯Ù¯˝¨É
´ŁðòóàºüíßìŁ (âîçìîæíßìŁ) ïåðåìåøåíŁÿìŁ íàçßâàþò âæÿŒóþ
æîâîŒóïíîæòü ÆåæŒîíå÷íî ìàºßı ïåðåìåøåíŁØ, Œîòîðßå ìîªóò Æßòü
ó òî÷åŒ ìåıàíŁ÷åæŒîØ æŁæòåìß â äàííßØ ôŁŒæŁðóåìßØ ìîìåíò
âðåìåíŁ ïðŁ æîıðàíåíŁŁ íàºîæåííßı íà æŁæòåìó æâÿçåØ. ´Łð-
òóàºüíîå ïåðåìåøåíŁå k-Ø òî÷ŒŁ æŁæòåìß îÆîçíà÷àåòæÿ ÷åðåç 
k
rδ ,
à åªî ïðîåŒöŁŁ íà îæŁ ŒîîðäŁíàò  ÷åðåç δı
k
, δó
k
, δz
k 
 (k = 1, , n).
´Łðòóàºüíîå ïåðåìåøåíŁå ÿâºÿåòæÿ âîîÆðàæàåìßì ïåðåìåøåíŁ-
åì â äàííßØ ìîìåíò âðåìåíŁ, â îòºŁ÷Łå îò Œîòîðîªî äåØæòâŁòåºü-
íîå ïåðåìåøåíŁå æŁæòåìß ïðîŁæıîäŁò â îïðåäåºåííîì íàïðàâºå-
íŁŁ ïîä äåØæòâŁåì æŁæòåìß ïðŁºîæåííßı æŁº Ł ïðŁ íåïðåðßâíîì
ŁçìåíåíŁŁ âðåìåíŁ Ł ÿâºÿåòæÿ äŁôôåðåíöŁàºîì 
k
rd , à åªî ïðîåŒ-
öŁŁ dı
k
, dó
k
, dz
k
 (k = 1, 2, , n).
ˇðŁíöŁï âŁðòóàºüíßı ïåðåìåøåíŁØ äîŒàçßâàåòæÿ äºÿ æºó÷àÿ,
Œîªäà íà æŁæòåìó íàºîæåíß æòàöŁîíàðíßå (â óðàâíåíŁÿ æâÿçåØ
âðåìÿ t ÿâíî íå âıîäŁò), Łäåàºüíßå æâÿçŁ. ¨äåàºüíßìŁ æâÿçÿìŁ
íàçßâàþòæÿ æâÿçŁ, æóììà ýºåìåíòàðíßı ðàÆîò æŁº ðåàŒöŁØ Œîòî-
ðßı íà âæåı âŁðòóàºüíßı ïåðåìåøåíŁÿı ðàâíà íóºþ, ò. å.
,0
1
=δ∑
=
n
k
kk rR
ªäå kR   ðàâíîäåØæòâóþøàÿ ðåàŒöŁØ æâÿçåØ, äåØæòâóþøŁı íà Œ-þ
òî÷Œó; krδ   âŁðòóàºüíîå ïåðåìåøåíŁå k-Ø òî÷ŒŁ ìåıàíŁ÷åæŒîØ
æŁæòåìß.
˛òìåòŁì, ÷òî äåØæòâŁòåºüíîå ïåðåìåøåíŁå òî÷ŒŁ â æºó÷àå æòà-
öŁîíàðíßı æâÿçåØ ÿâºÿåòæÿ îäíŁì Łç ÷Łæºà âŁðòóàºüíßı ïåðåìå-
øåíŁØ. ˜ºÿ íåæòàöŁîíàðíßı æâÿçåØ äåØæòâŁòåºüíîå ïåðåìåøåíŁå
óæå íå ÿâºÿåòæÿ ÷àæòíßì æºó÷àåì âŁðòóàºüíîªî, ò. Œ. âŁðòóàºüíîå
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ïåðåìåøåíŁå ðàææìàòðŁâàåòæÿ ïðŁ ìªíîâåííî îæòàíîâºåííßı æâÿ-
çÿı, òî åæòü ïðŁ ôŁŒæŁðîâàííîì çíà÷åíŁŁ ìîìåíòà âðåìåíŁ.
ˇðŁíöŁï âŁðòóàºüíßı ïåðåìåøåíŁØ äàåò íåîÆıîäŁìîå Ł äîæ-
òàòî÷íîå óæºîâŁå ðàâíîâåæŁÿ ìåıàíŁ÷åæŒîØ æŁæòåìß Ł ôîðìóºŁ-
ðóåòæÿ æºåäóþøŁì îÆðàçîì: äºÿ òîªî ÷òîÆß ðàææìàòðŁâàåìîå
ïîºîæåíŁå ìåıàíŁ÷åæŒîØ æŁæòåìß, ïîä÷ŁíåííîØ Łäåàºüíßì æòà-
öŁîíàðíßì æâÿçÿì, ÿâºÿºîæü ïîºîæåíŁåì ðàâíîâåæŁÿ ýòîØ æŁæòå-
ìß, íåîÆıîäŁìî Ł äîæòàòî÷íî, ÷òîÆß æóììà ýºåìåíòàðíßı ðàÆîò
âæåı àŒòŁâíßı æŁº, äåØæòâóþøŁı íà æŁæòåìó, ïðŁ ºþÆîì åå âŁð-
òóàºüíîì ïåðåìåøåíŁŁ Łç ýòîªî ïîºîæåíŁÿ ðàâíÿºàæü íóºþ:
.0
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ÓðàâíåíŁå (1) â æŒàºÿðíîØ ôîðìå ïðŁíŁìàåò âŁä
( ) ,0
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=δ+δ+δ∑
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k
kkkkkk zZyYxX (2)
ªäå X
k
, Y
k,
, Z
k
  ïðîåŒöŁŁ âåŒòîðà 
k
F  íà îæŁ ŒîîðäŁíàò. Ýòî óðàâ-
íåíŁå ÷àæòî íàçßâàþò óðàâíåíŁåì ðàÆîò.
˛ÆîÆøåííßìŁ ŒîîðäŁíàòàìŁ q
1
, q
2
, , q
s
 ìåıàíŁ÷åæŒîØ æŁæòå-
ìß íàçßâàþòæÿ íåçàâŁæŁìßå äðóª îò äðóªà ïàðàìåòðß, ïðŁ ïîìî-
øŁ Œîòîðßı ìîæíî îïðåäåºŁòü â ŒàæäßØ ìîìåíò âðåìåíŁ ïîºî-
æåíŁå ýòîØ æŁæòåìß Ł ÷åðåç Œîòîðßå ìîæíî âßðàçŁòü äåŒàðòîâß
ŒîîðäŁíàòß âæåı åå òî÷åŒ.
×Łæºî íåçàâŁæŁìßı îÆîÆøåííßı ŒîîðäŁíàò íàçßâàåòæÿ ÷Łæ-
ºîì æòåïåíåØ æâîÆîäß äàííîØ æŁæòåìß.
ˇðŁíöŁï âŁðòóàºüíßı ïåðåìåøåíŁØ â îÆîÆøåííßı ŒîîðäŁíà-
òàı âßðàæàåòæÿ æºåäóþøŁì îÆðàçîì:
Q
j
 = 0 ( j = 1, 2, , s ) ,
ªäå Q
j 
  îÆîÆøåííàÿ æŁºà, æîîòâåòæòâóþøàÿ îÆîÆøåííîØ ŒîîðäŁ-
íàòå q
j
. ˛ÆîÆøåííßå æŁºß îïðåäåºÿþò ŒàŒ ŒîýôôŁöŁåíòß ïðŁ δq
j
â âßðàæåíŁŁ
j
s
j
j qQA δ=δ ∑
=1
ŁºŁ ïî æºåäóþøåØ ôîðìóºå:
,
j
j
j q
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Q
δ
δ
=
ªäå δA
j 
  ýºåìåíòàðíàÿ ðàÆîòà âæåı àŒòŁâíßı æŁº, äåØæòâóþøŁı
íà æŁæòåìó, íà òàŒîì âîçìîæíîì ïåðåìåøåíŁŁ æŁæòåìß, ïðŁ Œîòî-
ðîì Łçìåíÿåòæÿ òîºüŒî äàííàÿ îÆîÆøåííàÿ ŒîîðäŁíàòà q
j
 .
2. Ì¯Ò˛˜¨˚À ˇ—¨Ì¯˝¯˝¨ß
ˇ—¨˝Ö¨ˇÀ ´¨—ÒÓÀ¸Ü˝ÛÕ ˇ¯—¯Ì¯Ù¯˝¨É
˜¸ß —¯Ø¯˝¨ß ˙À˜À× ÑÒÀÒ¨˚¨
ˆåîìåòðŁ÷åæŒàÿ æòàòŁŒà ÿâºÿåòæÿ æòàòŁŒîØ òâåðäîªî òåºà Ł
íå äàåò åäŁíîªî ìåòîäà îïðåäåºåíŁÿ óæºîâŁØ ðàâíîâåæŁÿ ºþÆîØ
ìåıàíŁ÷åæŒîØ æŁæòåìß, ŁìåþøåØ òî ŁºŁ Łíîå ÷Łæºî æòåïåíåØ æâî-
Æîäß. ˇóòåì ðàæ÷ºåíåíŁÿ æŁæòåìß íà îòäåºüíßå òâåðäßå òåºà
ìîæíî ïîºó÷Łòü åå óæºîâŁÿ ðàâíîâåæŁÿ, îäíàŒî ýòîò ïóòü òðåÆóåò
ââåäåíŁÿ â óðàâíåíŁÿ, à çàòåì ŁæŒºþ÷åíŁÿ Łç íŁı Æîºüłîªî ÷Łæºà
äîïîºíŁòåºüíßı íåŁçâåæòíßı (ðåàŒöŁØ âíóòðåííŁı æâÿçåØ), ÷òî
æóøåæòâåííî óæºîæíÿåò ïðîöåææ ðåłåíŁÿ, Ł â Œîíå÷íîì Łòîªå
ïîºó÷àþòæÿ íå îÆøŁå óæºîâŁÿ, à óæºîâŁÿ ðàâíîâåæŁÿ äàííîØ Œîí-
ŒðåòíîØ ìåıàíŁ÷åæŒîØ æŁæòåìß.
ˇðŁíöŁï âîçìîæíßı ïåðåìåøåíŁØ äàåò ýôôåŒòŁâíßØ ìåòîä
îïðåäåºåíŁÿ óæºîâŁØ ðàâíîâåæŁÿ ºþÆîØ ìåıàíŁ÷åæŒîØ æŁæòåìß.
ˇðŁ ýòîì ìîªóò Æßòü ðåłåíß Ł çàäà÷Ł, Œîòîðßå ìåòîäàìŁ ªåîìåò-
ðŁ÷åæŒîØ æòàòŁŒŁ ïðŁíöŁïŁàºüíî ðåłŁòü íåºüçÿ, íàïðŁìåð òàŒŁå,
â Œîòîðßı ÷àæòü çâåíüåâ (òåº) æŁæòåìß æŒðßòà.
Ìîæíî óŒàçàòü îÆøóþ ïîæºåäîâàòåºüíîæòü ðåłåíŁÿ çàäà÷ æòà-
òŁŒŁ ïîæðåäæòâîì ïðŁìåíåíŁÿ ïðŁíöŁïà âŁðòóàºüíßı ïåðåìåøå-
íŁØ. Ýòà ïîæºåäîâàòåºüíîæòü æâîäŁòæÿ Œ æºåäóþøåìó:
 ŁçîÆðàçŁòü íà ðŁæóíŒå âæå àŒòŁâíßå æŁºß, äåØæòâóþøŁå íà
ìåıàíŁ÷åæŒóþ æŁæòåìó;
 îïðåäåºŁòü ŒîºŁ÷åæòâî æòåïåíåØ æâîÆîäß ìåıàíŁ÷åæŒîØ æŁæ-
òåìß Ł âßÆðàòü íåçàâŁæŁìßå âŁðòóàºüíßå ïåðåìåøåíŁÿ òî÷åŒ
æŁæòåìß â ÷Łæºå ðàâíîì ÷Łæºó æòåïåíåØ æâîÆîäß ýòîØ æŁæòåìß;
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 äàòü âŁðòóàºüíîå ïåðåìåøåíŁå, æîîòâåòæòâóþøåå îäíîØ
Łç æòåïåíåØ æâîÆîäß, æ÷Łòàÿ ïðŁ ýòîì âŁðòóàºüíßå ïåðåìåøåíŁÿ,
æîîòâåòæòâóþøŁå îæòàºüíßì æòåïåíÿì æâîÆîäß, ðàâíßìŁ íóºþ.
´ßðàçŁòü âîçìîæíßå ïåðåìåøåíŁÿ òî÷åŒ ïðŁºîæåíŁÿ æŁº ÷åðåç
ýòî âŁðòóàºüíîå ïåðåìåøåíŁå;
 âß÷ŁæºŁòü æóììó ðàÆîò âæåı æŁº íà æîîòâåòæòâóþøŁı âŁðòó-
àºüíßı ïåðåìåøåíŁÿı Łı òî÷åŒ ïðŁºîæåíŁÿ, Ł ýòó æóììó ïðŁðàâ-
íÿòü íóºþ;
 ïðîŁçâåæòŁ òàŒŁå âßŒºàäŒŁ äºÿ Œàæäîªî Łç íåçàâŁæŁìßı âîç-
ìîæíßı ïåðåìåøåíŁØ, æîæòàâŁòü æŁæòåìó óðàâíåíŁØ ðàâíîâåæŁÿ
â ÷Łæºå ðàâíîì ÷Łæºó æòåïåíåØ æâîÆîäß æŁæòåìß;
 ðåłŁâ æŁæòåìó æîæòàâºåííßı óðàâíåíŁØ ðàâíîâåæŁÿ, îïðåäå-
ºŁòü ŁæŒîìßå âåºŁ÷Łíß.
˙àäà÷Ł, ðåłàåìßå ïðŁ ïîìîøŁ ïðŁíöŁïà âŁðòóàºüíßı ïåðå-
ìåøåíŁØ, ìîæíî ðàçÆŁòü íà æºåäóþøŁå îæíîâíßå òŁïß:
1. ˝àıîæäåíŁå çàâŁæŁìîæòŁ ìåæäó æŁºàìŁ, äåØæòâóþøŁìŁ
íà æŁæòåìó, ïðŁ çàäàííîì ïîºîæåíŁŁ ðàâíîâåæŁÿ.
2. ˛ïðåäåºåíŁå ïàðàìåòðîâ, îïðåäåºÿþøŁı ïîºîæåíŁå ðàâíî-
âåæŁÿ æŁæòåìß, ïðŁ çàäàííßı æŁºàı, äåØæòâóþøŁı íà æŁæòåìó.
3. ˛ïðåäåºåíŁå ðåàŒöŁØ æâÿçåØ.
4. —åłåíŁå çàäà÷ ïðŁ ÆåçðàçºŁ÷íîì ðàâíîâåæŁŁ.
5. —åłåíŁå çàäà÷ ïðŁ íàºŁ÷ŁŁ îæâîÆîæäàþøŁı æâÿçåØ.
3. ˇ—¨Ì¯—Û —¯Ø¯˝¨ß
˙À˜À× ˛Ñ˝˛´˝ÛÕ Ò¨ˇ˛´
3.1. ˝àıîæäåíŁå çàâŁæŁìîæòŁ ìåæäó æŁºàìŁ,
äåØæòâóþøŁìŁ íà æŁæòåìó, ïðŁ çàäàííîì
ïîºîæåíŁŁ ðàâíîâåæŁÿ
ˇðŁìåð 1
˜âà ªðóçà, âåæà ŒîòîðßıP ŁQ, æŒîºüçÿò ïî ýººŁïæó, Æóäó÷Ł
ïðŁâÿçàíß Œ íåðàæòÿæŁìîØ íŁòŁ M
1
F
1
F
2
M
2
, ïåðåŒŁíóòîØ ÷åðåç
ÆºîŒŁ F
1
 Ł F
2
, ïîìåøåííßå â ôîŒóæàı ýººŁïæà. `îºüłàÿ îæü ýº-
ºŁïæà ªîðŁçîíòàºüíà (ðŁæ. 1). ˝àØòŁ æâÿçü ìåæäó çíà÷åíŁÿìŁ æŁº
P Ł Q ïðŁ ðàâíîâåæŁŁ, åæºŁ Łçâåæòíî, ÷òî æŁæòåìà íàıîäŁòæÿ
â ðàâíîâåæŁŁ ïðŁ çàäàííßı óªºàı ϕ
1 
 Ł ϕ
2
. ÝŒæöåíòðŁæŁòåò ýººŁï-
æà ðàâåí e.
— å ł å í Ł å
ÀŒòŁâíßå æŁºßP ŁQ ïðŁºîæåíß â òî÷Œàı M
1
 Ł M
2
 æîîòâåò-
æòâåííî. ÑŁæòåìà Łìååò îäíó æòåïåíü æâîÆîäß. ÑîîÆøàåì æŁæòåìå
âîçìîæíîå ïåðåìåøåíŁå. ˛Æîçíà÷Łì ÷åðåç ó
1
 Ł ó
2
 äºŁíß ïåðïåí-
äŁŒóºÿðîâ, îïóøåííßı Łç òî÷åŒ Ì
1 
 Ł Ì
2
 íà Æîºüłóþ îæü ýººŁïæà.
˜ºÿ òî÷ŒŁ Ì
1
 âîçìîæíîå ïåðåìåøåíŁå 
1Mrδ  íàïðàâºåíî ïî Œàæà-
òåºüíîØ Œ ýººŁïæó Ł Łìååò ŒîîðäŁíàòß δı
1
, δó
1 
, à âîçìîæíîå ïåðå-
ìåøåíŁå òî÷ŒŁ Ì
2
 
2Mrδ  Łìååò ŒîîðäŁíàòß δı2, δó2.
˜àºåå, ïîºüçóÿæü îæíîâíßì âßðàæåíŁåì (2), íà îæíîâàíŁŁ
ïðŁíöŁïà âŁðòóàºüíßı ïåðåìåøåíŁØ Łìååì óðàâíåíŁå ðàÆîò:
— δó
1
 + Q δó
2
 = 0. (3)
Òåïåðü æºåäóåò íàØòŁ çàâŁæŁìîæòü ìåæäó âàðŁàöŁÿìŁ δó
1
 Ł δó
2
îðäŁíàò òî÷åŒ Ì
1
 Ł Ì
2
.
˜ºÿ ýòîªî îÆîçíà÷Łì ðàææòîÿíŁÿ îò ªðóçîâ äî ôîŒóæîâ ÷åðåç r
1
Ł r
2
, òîªäà
ó
1 
= r
1 
• sinϕ
1
. (4)
´àðüŁðóÿ ýòî óðàâíåíŁå, íàıîäŁì
δó
1 
 = sinϕ
1 
δr
1
 + r
1 
cosϕ
1 
δϕ
1.
(5)
Ñâÿçü ìåæäó δr
1 
Ł δϕ
1
 ïîºó÷Łì äŁôôåðåíöŁðóÿ ïîºÿðíîå óðàâ-
íåíŁå ýººŁïæà:
—Łæ. 1
 x
y
F
1
F
2
M
1 M
2
y
1
y
2
ϕ
1
ϕ
2
QP
8 9
,
cos1 ϕ+
=
e
p
r
ªäå r  ðàäŁóæ ýººŁïæà, ïðîâåäåííßØ Łç ôîŒóæà; p  ïàðàìåòð; å 
ýŒæöåíòðŁæŁòåò.
( ) .cos1
sin
cos1
sin
1
1
11
12
1
1
1 δϕϕ+
ϕ
=δϕ
ϕ+
ϕ
=δ
e
er
e
pe
r
˛òæþäà íàıîäŁì
,
sin
cos1
1
1
1
11 re
e
r δ
ϕ
ϕ+
=δϕ
ïîäæòàâºÿÿ ýòî çíà÷åíŁå â óðàâíåíŁå (5), ïîºó÷Łì
.
sin
cos
sin
cos1
cossin 1
1
1
1
1
1
111 re
e
r
e
e
y δ
ϕ
ϕ+
=δ



ϕ
ϕ+ϕ+ϕ=δ
ÀíàºîªŁ÷íî ïîºó÷Łì
,
sin
cos
2
2
2
2 re
e
y δ
ϕ
ϕ+
=δ
Ł óðàâíåíŁå ðàÆîò (3) ïðŁîÆðåòàåò âŁä
.0
sin
cos
sin
cos
2
2
2
1
1
1
=δ
ϕ
ϕ+
+δ
ϕ
ϕ+
r
e
e
Qr
e
e
P
´æºåäæòâŁå òîªî, ÷òî íŁòü íåðàæòÿæŁìà, δr
1
 = δr
2
 Ł ýòî óæºî-
âŁå ïðŁíŁìàåò âŁä
.0
sin
cos
sin
cos
1
2
2
1
1
=δ



ϕ
ϕ+
−
ϕ
ϕ+
r
e
e
Q
e
e
P
ÒàŒ ŒàŒ ýòî ðàâåíæòâî äîºæíî Łìåòü ìåæòî ïðŁ ºþÆßı çíà÷å-
íŁÿı ïåðåìåøåíŁÿ δr
1
, òî îòæþäà æºåäóåò, ÷òî ŒîýôôŁöŁåíò ïðŁ
δr
1
 äîºæåí òîæäåæòâåííî ðàâíÿòüæÿ íóºþ Ł äàåò çàâŁæŁìîæòü ìåæ-
äó çíà÷åíŁÿìŁ — Ł Q ïðŁ ðàâíîâåæŁŁ
.
sin
cos
sin
cos
2
2
1
1
ϕ
ϕ+
=
ϕ
ϕ+
e
e
Q
e
e
P
ˇðŁìåð 2
ÑŁæòåìà æîæòîŁò Łç íåŁçìåíÿåìîªî óªºà À
1
ÀÀ
2
, ðàâíîªî α,
ìîªóøåªî âðàøàòüæÿ îŒîºî òî÷ŒŁ À, Ł Łç æòåðæíÿ ÑÑ
1
, ŒîòîðßØ
æåæòŒî æîåäŁíåí æ ïîºçóíîì Ñ Ł ïðîıîäŁò ÷åðåç ïîºçółŒó ´, æŒîºü-
çÿøóþ ïî çâåíó ÀÀ
1
 òàŒ, ÷òî æòåðæåíü ÑÑ
1
 ïðŁ íåïîäâŁæíîì óªºå
À
1
ÀÀ
2
 ìîæåò ïåðåìåøàòüæÿ ïàðàººåºüíî æàìîìó æåÆå. ˝à ïîºçół-
Œó ´ Ł ïîºçóí Ñ äåØæòâóþò æŁºß— ŁQ æîîòâåòæòâåííî, æîæòàâºÿ-
þøŁå æî æòîðîíàìŁ óªºß β Ł γ (ðŁæ. 2). ˚àŒŁì óæºîâŁÿì äîºæíß
óäîâºåòâîðÿòü ìîäóºŁ æŁº — Ł Q, äºÿ òîªî ÷òîÆß æŁæòåìà Æßºà
â ðàâíîâåæŁŁ?
— å ł å í Ł å
ÑŁæòåìà îÆºàäàåò äâóìÿ æòåïåíÿìŁ æâîÆîäß. ˙à ïàðàìåòðß,
îïðåäåºÿþøŁå ïîºîæåíŁå æŁæòåìß, ìîæíî âßÆðàòü óªîº ϕ ïîâî-
ðîòà óªºà À
1
ÀÀ
2
 Ł äºŁíó b îòðåçŒà ÀÑ (ŁºŁ äºŁíó æ îòðåçŒà À´)
îïðåäåºÿþøŁå ïîºîæåíŁå æòåðæíÿ ÑÑ
1
.
Ñîıðàíÿÿ íåŁçìåííßìŁ ðàææòîÿíŁÿ b Ł æ, äàäŁì óªºó ϕ ïðŁðà-
øåíŁå δϕ, æóììà ýºåìåíòàðíßı ðàÆîò æŁº — Ł Q Æóäåò
— sinβ c δϕ + Q sinγ b δϕ = 0,
îòŒóäà
æ— sinβ = Q b sinγ. (6)
—Łæ. 2
 
À
B
C
À
1
À2
C
1
Q
P
c b
αϕ
γ
β
a
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˜àºåå, æîıðàíÿÿ ϕ íåŁçìåííßì, ïðŁäàäŁì b Ł æ ïðŁðàøåíŁÿ
δb Ł δæ Ł ïîäæ÷Łòàåì æóììó ýºåìåíòàðíßı ðàÆîò íà ýòîì âîçìîæ-
íîì ïåðåìåøåíŁŁ:
— cosβ δc  Q cosγ δb = 0.
¨ç òðåóªîºüíŁŒà À´Ñ ïî òåîðåìå æŁíóæîâ íàıîäŁì:
.
sinsin C
c
´
b
=
ÒàŒ ŒàŒ óªºß ´ Ł Ñ ïîæòîÿííßå, ïîºó÷Łì
,
sin
sin
C
´
æ
b
=
δ
δ
Ł âòîðîå óðàâíåíŁå ðàÆîò ïðŁíŁìàåò âŁä
c
b
C
´
Q
P
==
γ
β
sin
sin
cos
cos
ŁºŁ
— æ cosβ = Q b cosγ. (7)
—àçäåºŁâ óðàâíåíŁå (6)íà óðàâíåíŁå (7), íàıîäŁì
tgβ = tgγ, β = γ.
˙íà÷Łò, ïðŁ ðàâíîâåæŁŁ ìîäóºŁ æŁº — Ł Q óäîâºåòâîðÿþò æî-
îòíîłåíŁþ
— æ = Q b,
Œîòîðîå äàåò îòâåò íà ïîæòàâºåííßØ â çàäà÷å âîïðîæ.
˜îæòîŁíæòâîì ïðŁíöŁïà âŁðòóàºüíßı ïåðåìåøåíŁØ ÿâºÿåòæÿ
îòæóòæòâŁå â åªî ôîðìóºŁðîâŒå ðåàŒöŁØ Łäåàºüíßı æâÿçåØ. ˛äíà-
Œî åæºŁ íå âæå æâÿçŁ, íàºîæåííßå íà æŁæòåìó, ÿâºÿþòæÿ Łäåàºüíß-
ìŁ, íàïðŁìåð Łìåþòæÿ íåªºàäŒŁå îïîðíßå ïºîæŒîæòŁ Ł ïîâåðıíî-
æòŁ, òî Œ àŒòŁâíßì æŁºàì æºåäóåò äîÆàâŁòü æŁºß òðåíŁÿ Ł
âŒºþ÷Łòü ýòŁ æŁºß â ÷Łæºî àŒòŁâíßı æŁº. ˇðŁìåíÿÿ ïðŁíöŁï âŁð-
òóàºüíßı ïåðåìåøåíŁØ, æºåäóåò ïðŁðàâíÿòü íóºþ æóììó ðàÆîò íå
òîºüŒî àŒòŁâíßı æŁº, íî Ł æŁº òðåíŁÿ íà ºþÆßı âŁðòóàºüíßı ïå-
ðåìåøåíŁÿı òî÷åŒ æŁæòåìß. Ñîæòàâºåííîå óðàâíåíŁå îïðåäåºÿåò
çàâŁæŁìîæòü ìåæäó àŒòŁâíßìŁ æŁºàìŁ Ł æŁºàìŁ òðåíŁÿ ïðŁ ðàâ-
íîâåæŁŁ ìåıàíŁ÷åæŒîØ æŁæòåìß.
ˇðŁìåð 3
˚ðóªîâîØ ŒóºàŒ ˚ ìàææß m
1
 Ł ðàäŁóæà R æòîŁò íà íåªºàäŒîØ
ªîðŁçîíòàºüíîØ ïºîæŒîæòŁ. ˛í æîïðŁŒàæàåòæÿ æ Œîíöîì À æòåðæíÿ
À´ ìàææß m
2
, ðàæïîºîæåííîªî â âåðòŁŒàºüíßı íàïðàâºÿþøŁı.
ÑŁæòåìà íàıîäŁòæÿ â ïîŒîå ïîä äåØæòâŁåì æŁºßF, ïðŁºîæåííîØ
Œ ŒóºàŒó ïî ªîðŁçîíòàºŁ íàïðàâî. ˇðŁ ýòîì ÀÌ = h (ðŁæ. 3). ˝àØ-
òŁ îÆºàæòü çíà÷åíŁØ ìîäóºÿ æŁºß F, åæºŁ ŒîýôôŁöŁåíò òðåíŁÿ
æŒîºüæåíŁÿ ŒóºàŒà î ªîðŁçîíòàºüíóþ ïºîæŒîæòü ðàâåí f.
— å ł å í Ł å
˚ àŒòŁâíßì æŁºàì m
1
g, m
2
g,F äîÆàâºÿåì æŁºó òðåíŁÿF
òð
, Œî-
òîðàÿ ïðŁ ðàâíîâåæŁŁ äîºæíà óäîâºåòâîðÿòü íåðàâåíæòâó
|F
òð
| ≤ f (m
1
 + m
2
) g. (8)
ˇðŁäàåì ŒóºàŒó âîçìîæíîå ïåðåìåøåíŁå δı ïî ªîðŁçîíòàºü-
íîØ ïºîæŒîæòŁ âïðàâî, ïðŁ ýòîì æòåðæåíü À´ ïîäíŁìàåòæÿ ïî âåð-
òŁŒàºŁ ââåðı íà δy, ó  îðäŁíàòà òî÷ŒŁ À:
.
22
xRy −=
´àðüŁðóÿ, íàıîäŁì
.
22
22
x
h
hR
x
xR
x
y δ−=δ
−
=δ
—Łæ. 3
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gm2
12 13
Ñîæòàâºÿåì óðàâíåíŁå ðàÆîò
Fδı – F
òð 
δı  m
2
g δy = 0 ,
îòŒóäà
.
22
2òð h
hR
gmFF
−
−=m
Ó÷Łòßâàÿ íåðàâåíæòâî (8), ïîºó÷àåì
( ) .21
22
2 gmmfh
hR
gmF +≤−−
ÑŁæòåìà ìîæåò íàıîäŁòüæÿ â ðàâíîâåæŁŁ, åæºŁ ìîäóºü æŁºß F
ºåæŁò â îÆºàæòŁ
( ) ( ) .21
22
221
22
2 gmmfh
hRgmFgmmf
h
hRgm ++−≤≤+−−
3.2. ˛ïðåäåºåíŁå ïàðàìåòðîâ,
îïðåäåºÿþøŁı ïîºîæåíŁå ðàâíîâåæŁÿ æŁæòåìß,
ïðŁ çàäàííßı æŁºàı, äåØæòâóþøŁı íà æŁæòåìó
ˇðŁìåð 1
˜âà îäíîðîäíßı æòåðæíÿ: ˛À  äºŁíîØ L, âåæîì—
1 
=— Ł ÀÑ
äºŁíîØ 2L, âåæîì—
2
 = 2— æîåäŁíåíß łàðíŁðîì À. Ñòåðæåíü ˛À
óŒðåïºåí łàðíŁðíî Œîíöîì ˛, à æòåðæåíü ÀÑ îïŁðàåòæÿ íà îæò-
ðŁå ´ (ðŁæ. 4). ˛ïðåäåºŁòü, ïðŁ ŒàŒîì óªºå ϕ æŁæòåìà íàıîäŁòæÿ
â ðàâíîâåæŁŁ â âåðòŁŒàºüíîØ ïºîæŒîæòŁ, åæºŁ ðàææòîÿíŁå ˛´ = L
(îòðåçîŒ ˛´ ªîðŁçîíòàºüíßØ).
— å ł å í Ł å
ÑŁæòåìà Łìååò îäíó æòåïåíü æâîÆîäß, ïîºîæåíŁå æŁæòåìß
îïðåäåºÿåòæÿ óªºîì ϕ. ¸åªŒî ïîäæ÷Łòàòü, ÷òî æòåðæåíü ˛Ñ Æóäåò
îÆðàçîâßâàòü æ ªîðŁçîíòàºüþ óªîº 2ϕ. ˇðŁíöŁï âîçìîæíßı ïåðå-
ìåøåíŁØ â àíàºŁòŁ÷åæŒîØ ôîðìå äàåò óðàâíåíŁå ðàÆîò â âŁäå
—
1
 δó
1
 + —
2
 δó
2
 = 0, (9)
ªäå ó
1
, ó
2
  îðäŁíàòß òî÷åŒ ïðŁºîæåíŁÿ àŒòŁâíßı æŁº—
1
,—
2
.
˝àıîäŁì çíà÷åíŁÿ ýòŁı îðäŁíàò:
y
1
 = 1/
2 
L sin2ϕ,   y
2
 = L(sin2ϕ  sinϕ).
´àðŁàöŁŁ îðäŁíàò:
δó
1
 = L cos2ϕ δϕ , δó
2
 = L (2cos2ϕ  cosϕ) δϕ.
ˇîæºå ïîäæòàíîâŒŁ â (9), ó÷Łòßâàÿ, ÷òî —
1
 = —, —
2
 = 2—, ïîºó-
÷Łì óðàâíåíŁå äºÿ îïðåäåºåíŁÿ óªºà ϕ:
5cos2ϕ  2cosϕ = 0
ŁºŁ ïîæºå ïðåîÆðàçîâàíŁØ
cos2ϕ  0,2 cosϕ  0,5 = 0,
îòŒóäà íàıîäŁì
.
10
511
arccos
+
=ϕ
ˇðŁìå÷àíŁå
ˇðŁ ïîºüçîâàíŁŁ ïðŁíöŁïîì âŁðòóàºüíßı ïåðåìåøåíŁØ â àíà-
ºŁòŁ÷åæŒîØ ôîðìå íóæíî Łìåòü â âŁäó æºåäóþøåå:
 ˇðŁ æîæòàâºåíŁŁ óðàâíåíŁÿ ðàÆîò íå íóæíî çàÆîòŁòüæÿ î
çíàŒå ðàÆîò äåØæòâóþøŁı æŁº ïðŁ âîçìîæíßı ïåðåìåøåíŁÿı: çíà-
ŒŁ ïîºó÷àþòæÿ àâòîìàòŁ÷åæŒŁ ïîæºå äŁôôåðåíöŁðîâàíŁÿ ŒîîðäŁ-
íàò Ł ïîäæòàíîâŒŁ çíà÷åíŁØ ïðîåŒöŁØ æŁº.
 ˇðŁ âßÆîðå æŁæòåìß ŒîîðäŁíàòíßı îæåØ íàäî æºåäŁòü çà òåì,
÷òîÆß ïðŁ âîçìîæíßı ïåðåìåøåíŁÿı ŒîîðäŁíàòíàÿ æŁæòåìà îæòà-
âàºàæü íåïîäâŁæíîØ, Łíà÷å íå ïîºó÷àòæÿ ðàÆîòß æŁº â àÆæîºþò-
íîì äâŁæåíŁŁ.
—Łæ. 4
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ˇðŁìåð 2
˛äíîðîäíßØ òÿæåºßØ ÆðóæîŒ À´ îïŁ-
ðàåòæÿ Œîíöîì À íà âåðòŁŒàºüíóþ æòåíó,
à çà Œîíåö ´ óäåðæŁâàåòæÿ íŁòüþ ´Ñ,
óŒðåïºåííîØ â òî÷Œå Ñ òîØ æå æòåíß
(ðŁæ. 5). ˝àØòŁ çàâŁæŁìîæòü ìåæäó óªºà-
ìŁ ϕ Ł ψ, îÆðàçóåìßìŁ ïðŁ ðàâíîâåæŁŁ
æ âåðòŁŒàºüþ æîîòâåòæòâåííî ÆðóæŒîì
Ł íŁòüþ.
— å ł å í Ł å
ˇóæòü À´ = 2à, ´Ñ = l, âåæ æòåðæíÿ—.
˝àïðàâŁì îæü ó ïî âåðòŁŒàºŁ âíŁç Łç òî÷-
ŒŁ Ñ. ÓðàâíåíŁå, âßðàæàþøåå ïðŁíöŁï
âŁðòóàºüíßı ïåðåìåøåíŁØ, Łìååò âŁä
— δó = 0,
ªäå ó = l cosψ  à æosϕ, Ł æºåäîâàòåºüíî, òàŒ ŒàŒ — ≠ 0,
δó = à sinϕ δϕ  l sinψ δψ = 0.
ÒàŒŁì îÆðàçîì, â ïîºîæåíŁŁ ðàâíîâåæŁÿ äîºæíî Łìåòü ìåæòî
ðàâåíæòâî
à sinϕ δϕ = l sinψ δψ. (10)
ÑŁæòåìà Łìååò îäíó æòåïåíü æâîÆîäß, â Œà÷åæòâå ïàðàìåòðà,
îïðåäåºÿþøåªî ïîºîæåíŁå æŁæòåìß, ìîæíî âçÿòü îäŁí Łç ýòŁı
óªºîâ  ϕ ŁºŁ ψ. ÑîîòíîłåíŁå, æâÿçßâàþøåå ýòŁ óªºß, ìîæíî ïîºó-
÷Łòü, íàïðŁìåð, ïðŁìåíÿÿ Œ òðåóªîºüíŁŒó À´Ñ òåîðåìó æŁíóæîâ:
( ),ðsinłsin
2
ϕ−
=
la  ŁºŁ 2à sinϕ = l sinψ,
ïîæºå âàðüŁðîâàíŁÿ Œîòîðîªî ïîºó÷àåì
l cosψ δψ = 2à æosϕ δϕ. (11)
—àçäåºŁâ ïî÷ºåííî (10) Ł (11), ïîºó÷Łì
,
cos
sin
cos2
sin
ψδψ
ψδψ
=
ϕδϕ
ϕδϕ
l
l
a
a 1/
2
 tgϕ = tgψ.
Ýòî Ł åæòü ŁæŒîìîå æîîòíîłåíŁå ìåæäó óªºàìŁ ϕ Ł ψ ïðŁ ðàâ-
íîâåæŁŁ, æàìŁ çíà÷åíŁÿ óªºîâ ϕ Ł ψ ìîæíî ïîºó÷Łòü ðåłàÿ ïîºó-
÷åííîå óðàâíåíŁå æîâìåæòíî æ óðàâíåíŁåì
l sinψ = 2à sinϕ ,
óæòàíàâºŁâàþøŁì æâÿçü ìåæäó ýòŁìŁ óªºàìŁ ϕ Ł ψ.
ˇðŁìåð 3
ÒðŁ îäíîðîäíßı ÆðóæŒà Ñ äºŁíß à, ÑD Ł D´ äºŁíß 2à Œàæ-
äßØ æîåäŁíåíß łàðíŁðàìŁ, Ł Œîíöß À Ł ´ Łı ïîäâåłåíß íà łàð-
íŁðàı Œ ªîðŁçîíòàºüíîØ ïðÿìîØ À´ = 3à (ðŁæ. 6). ˛ïðåäåºŁòü çà-
âŁæŁìîæòü ìåæäó óªºàìŁ α, β, γ ïðŁ ðàâíîâåæŁŁ, åæºŁ âåæà ÆðóæŒîâ
ïðîïîðöŁîíàºüíß Łı äºŁíàì.
— å ł å í Ł å
¯æºŁ— Ł 2— Æóäóò æîîòâåòæòâåííî âåæà ÆðóæŒà ÀÑ Ł Œàæäîªî
Łç ÆðóæŒîâ ÑD Ł D´, òî óðàâíåíŁå ðàÆîò Æóäåò Łìåòü âŁä
— δó
1
 + 2— δó
2
 + 2— δó
3
 = 0,
ªäå ó
1
, ó
2
, ó
3
  îòæ÷Łòßâàåìßå îò À  ´ îðäŁíàòß æåðåäŁí ÆðóæŒîâ
ÀÑ, ÑD, D´. ¨íà÷å, æîŒðàøàÿ —, ïîºó÷àåì
δ(0,5à sinα) + 2δ(à sinα + à sinγ) + 2δ(à sinβ) = 0,
îòŒóäà
5/
2
 cosα δα + 2cosβ δβ + 2cosγ δγ = 0. (12)
—Łæ. 6
—Łæ. 5
 
ϕ
ψ
À
B
C
P
y
 αÀ
y
x
P
C
D
Bβ
γ
2P2P
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ˇàðàìåòðß α, β, γ æâÿçàíß æîîòíîłåíŁÿìŁ
à cosα + 2à cosγ + 2à cosβ = 3à,
à sinα + 2à sinγ = 2à sinβ.
´àðüŁðîâàíŁåì ïîºó÷àåì æîîòíîłåíŁÿ, Œîòîðßì óäîâºåòâîðÿ-
þò âàðŁàöŁŁ δα, δβ, δγ:
sinα δα + 2 sinβ δβ + 2 sinγ δγ = 0, (13)
cosα δα  2 cosβ δβ + 2 cosγ δγ = 0. (14)
¨òàŒ, ìß Łìååì  òðŁ ºŁíåØíßı îäíîðîäíßı óðàâíåíŁÿ (12),
(13), (14) îòíîæŁòåºüíî δα, δβ, δγ. ˜ºÿ æîâìåæòíîæòŁ ýòŁı óðàâíå-
íŁØ íåîÆıîäŁìî, ÷òîÆß ðàâíÿºæÿ íóºþ äåòåðìŁíàíò, æîæòàâºåí-
íßØ Łç ŒîýôôŁöŁåíòîâ ïðŁ δα, δβ, δγ:
.0 
cos2,cos2,cos
sin2,sin,sin
cos2,cos2,cos
2
5
 
=
γβ−α
γβα
γβα
´ ðàæŒðßòîì âŁäå ïîºó÷àåì
5cosα sin (β + γ) = 2cosβ sin (α  γ) + 2cosα sin (α + β).
Ýòî æîîòíîłåíŁå äàåò ŁæŒîìóþ çàâŁæŁìîæòü ìåæäó óªºàìŁ α,
β, γ ïðŁ ðàâíîâåæŁŁ.
ˇðŁìå÷àíŁå
´ çàäà÷àı 2 Ł 3 ýòîªî ðàçäåºà, æŁæòåìà îÆºàäàåò îäíîØ æòåïå-
íüþ æâîÆîäß, îäíàŒî äºÿ ðåłåíŁÿ çàäà÷ öåºåæîîÆðàçíî ïîºüçî-
âàòüæÿ íåæŒîºüŒŁìŁ ïàðàìåòðàìŁ, æâÿçßâàÿ Łı îïðåäåºåííßìŁ
æîîòíîłåíŁÿìŁ.
ˇðŁìåð 4
˛äíîðîäíßØ æòåðæåíü ˛À âåæîì—
1
 ìîæåò âðàøàòüæÿ âîŒðóª
łàðíŁðà ˛ â âåðòŁŒàºüíîØ ïºîæŒîæòŁ. ˚îíåö À ýòîªî æòåðæíÿ æî-
åäŁíåí łàðíŁðíî æ äðóªŁì îäíîðîäíßì æòåðæíåì À´ âåæîì—
2
.
˚ Œîíöó ´ âòîðîªî æòåðæíÿ ïðŁºîæåíà æŁºàF (ðŁæ. 7). ˝àØòŁ óªºß
α Ł β, îÆðàçóåìßå æòåðæíÿìŁ æ ªîðŁçîíòàºüþ ïðŁ ðàâíîâåæŁŁ.
— å ł å í Ł å
ÑŁæòåìà îÆºàäàåò äâóìÿ æòåïå-
íÿìŁ æâîÆîäß, ïîæŒîºüŒó ïàðàìåò-
ðß α Ł β ìîªóò Æßòü Łçìåíåíß
íåçàâŁæŁìî îäŁí îò äðóªîªî.
—àææìîòðŁì æíà÷àºà òàŒîå ïå-
ðåìåøåíŁå æŁæòåìß, ïðŁ Œîòîðîì
Łçìåíÿåòæÿ òîºüŒî ïàðàìåòð β Ł
íå Łçìåíÿåòæÿ α (òî åæòü δα = 0,
δβ ≠ 0). ¯æºŁ æŁæòåìà íàıîäŁòæÿ
â ðàâíîâåæŁŁ, òî ïî ïðŁíöŁïó âŁð-
òóàºüíßı ïåðåìåøåíŁØ ðàÆîòà
àŒòŁâíßı æŁº, äåØæòâóþøŁı íà æŁ-
æòåìó, ïðŁ òàŒîì ïåðåìåøåíŁŁ
äîºæíà Æßòü ðàâíà íóºþ:
—
2
 1/
2
 À´ cosβ δβ + F AB cos (90 + β) δβ = 0,
îòŒóäà
.
2
 tg 2
F
P
=β (15)
—àææìîòðŁì äàºåå ïåðåìåøåíŁå æŁæòåìß, ïðŁ Œîòîðîì Łçìå-
íÿåòæÿ óªîº α, íî íå Łçìåíÿåòæÿ óªîº β (òî åæòü δα ≠ 0, δβ = 0),
ïîäæ÷Łòàåì ðàÆîòó æŁº íà ýòîì ïåðåìåøåíŁŁ. Ñòåðæåíü À´ ïðŁ
òàŒîì ïåðåìåøåíŁŁ äâŁæåòæÿ ïîæòóïàòåºüíî, ïîýòîìó Æóäåì Łìåòü
—
1
 1/
2
 ˛À cosα δα + —
2
 ˛À cosα δα + F ˛À cos (90 + α) δα = 0
ŁºŁ
1/
2
 (—
1
 cosα + 2—
2
 cosα  2F sinα) ˛À δα = 0.
˛òŒóäà ïîºó÷Łì
.
2
2
 tg 21
F
PP +
=α (16)
ÑîîòíîłåíŁÿ (15), (16) îïðåäåºÿþò çíà÷åíŁÿ óªºîâ α Ł β ïðŁ
ðàâíîâåæŁŁ.
—Łæ. 7
α
˛
A
B
β
x
y
P
1
P2
F
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ˇðŁìåð 5
´ ïîºßØ öŁºŁíäð ðàäŁóæà R, ºåæàøŁØ íà ªîðŁçîíòàºüíîØ ïºîæ-
ŒîæòŁ, âºîæåí ìàææŁâíßØ öŁºŁíäð ðàäŁóæà r Ł âåæà—; Œ ïîæºå-
äíåìó öŁºŁíäðó ïðŁºîæåíà äåØæòâóþøàÿ â ïºîæŒîæòŁ ÷åðòåæà
ïàðà æŁº æ ìîìåíòîì Ì. ˝à ïîºßØ öŁºŁíäð íàìîòàíà íŁòü, íåæó-
øàÿ íà æâîÆîäíîì Œîíöå ªðóç âåæàQ (ðŁæ. 8).
ˇîºàªàÿ ïîâåðıíîæòŁ öŁºŁíäðîâ äîæòàòî÷íî łåðîıîâàòßìŁ,
äºÿ òîªî ÷òîÆß æŒîºüæåíŁå ŁæŒºþ÷àºîæü, Ł ïðåíåÆðåªàÿ âåæîì
ïîºîªî öŁºŁíäðà íàØòŁ ïîºîæåíŁå ðàâíîâåæŁÿ æŁæòåìß.
— å ł å í Ł å
ÑŁæòåìà îÆºàäàåò äâóìÿ æòåïåíÿìŁ æâîÆîäß, ÷òî æîîòâåòæòâó-
åò äâóì íåçàâŁæŁìßì âîçìîæíßì ïåðåìåøåíŁÿì, Łìåííî âæþ
æŁæòåìó ìîæíî âðàøàòü íà ÆåæŒîíå÷íî ìàºßØ óªîº δϕ âîŒðóª
ìªíîâåííîªî öåíòðà æŒîðîæòåØ ïîºîªî öŁºŁíäðà À, à òàŒæå, óäåð-
æŁâàÿ ïîºßØ öŁºŁíäð íåïîäâŁæíßì, âðàøàòü âíóòðåííŁØ öŁºŁíäð
íà óªîº δψ îŒîºî ìªíîâåííîªî öåíòðà ´.
ˇóæòü θ  óªîº À˛´ â ïîºîæåíŁŁ ðàâíîâåæŁÿ. Ñíà÷àºà, óäåð-
æŁâàÿ âíóòðåííŁØ öŁºŁíäð íåïîäâŁæíßì âíóòðŁ ïîºîªî, ïîâåð-
íåì âæþ æŁæòåìó íà óªîº δϕ îŒîºî òî÷ŒŁ À. ÓðàâíåíŁå ðàÆîò ïðŁ
ýòîì ïåðåìåøåíŁŁ Æóäåò
Q R δϕ + P (R  r) sinθ δϕ + M δϕ = 0,
îòŒóäà, ïðŁðàâíŁâàÿ íóºþ ŒîýôôŁöŁåíò ïðŁ δϕ, íàıîäŁì
( ).sin rRP
MQR
−
−
=θ (17)
Òåïåðü, óäåðæŁâàÿ ïîºßØ öŁºŁíäð íåïîäâŁæíßì, äàäŁì âíóò-
ðåííåìó öŁºŁíäðó âðàøàòåºüíîå ïåðåìåøåíŁå íà óªîº δψ îŒîºî
ìªíîâåííîªî öåíòðà ´; óðàâíåíŁå ðàÆîò ïðŁ ýòîì Æóäåò
Ì δψ  — r sinθ δψ = 0,
îòŒóäà
(18)
ˇîºó÷ŁºŁ äâà çíà÷åíŁÿ óªºà θ, ïîºîæåíŁå ðàâíîâåæŁÿ æŁæòå-
ìß âîçìîæíî, åæºŁ îÆà çíà÷åíŁÿ sinθ îäŁíàŒîâß, òî åæòü
( ) .Pr
M
rRP
MQR
=
−
−
ˇîæºå î÷åâŁäíßı ïðåîÆðàçîâàíŁØ, ïîºó÷àåì Ì = Qr. ˇîäæòà-
âŁâ ýòî çíà÷åíŁå Ì â ôîðìóºó (17) äºÿ sinθ, íàıîäŁì
,sin
P
Q
=θ
ïðŁ÷åì ïîºîæåíŁå ðàâíîâåæŁÿ âîçìîæíî, åæºŁ
Ì = Qr.
3.3. ˛ïðåäåºåíŁå ðåàŒöŁØ æâÿçåØ
ˇðŁíöŁï âŁðòóàºüíßı ïåðåìåøåíŁØ ìîæíî ïðŁìåíÿòü äºÿ
íàıîæäåíŁÿ ðåàŒöŁØ æâÿçåØ, äºÿ ýòîªî æºåäóåò, ïðŁìåíÿÿ çàŒîí
îæâîÆîæäàåìîæòŁ îò æâÿçåØ, îòÆðîæŁòü æîîòâåòæòâóþøóþ æâÿçü Ł
çàìåíŁòü åå ŁæŒîìîØ ðåàŒöŁåØ. ˇðŁ æîæòàâºåíŁŁ óðàâíåíŁÿ ðàâ-
íîâåæŁÿ íàäî Œ àŒòŁâíßì æŁºàì äîÆàâŁòü ýòó ðåàŒöŁþ æâÿçŁ.
¨ç æîæòàâºåííîªî óðàâíåíŁÿ ðàâíîâåæŁÿ îïðåäåºÿåòæÿ ŁæŒîìàÿ
ðåàŒöŁÿ æâÿçŁ.
—Łæ. 8
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ˇðŁìåð 1
×åòßðå îäŁíàŒîâßı æòåðæíÿ âåæà— Ł äºŁíß L îÆðàçóþò â âåð-
òŁŒàºüíîØ ïºîæŒîæòŁ łàðíŁðíßØ ðîìÆ À´ÑD, â Œîòîðîì æòåðæåíü
À´ çàŒðåïºåí íåïîäâŁæíî â ªîðŁçîíòàºüíîì ïîºîæåíŁŁ. ØàðíŁ-
ðß ´ Ł Ñ æîåäŁíåíß łíóðîì (ðŁæ. 9). ˛ïðåäåºŁòü íàòÿæåíŁå Ò
ýòîªî łíóðà.
— å ł å í Ł å
˜ºÿ îïðåäåºåíŁÿ íàòÿæåíŁÿ łíóðà ´Ñ îòÆðîæŁì łíóð Ł çàìåíŁì
åªî äåØæòâŁå äâóìÿ æŁºàìŁ Ò  Ł 
1
Ò  ( )
1
ÒÒ −= . ÑŁºß íàïðàâºåíß
îò óçºà, æ÷Łòàåì łíóð ðàæòÿíóòßì. Òîªäà æòåðæåíü ÀÑ ïîºó÷àåò
âîçìîæíîæòü âðàøàòüæÿ îŒîºî òî÷ŒŁ À, ïðŁ ýòîì æòåðæåíü À´ æâî-
åªî ïîºîæåíŁÿ íå Łçìåíÿåò, ïîýòîìó æŁºà T
1
, ïðŁºîæåííàÿ â òî÷-
Œå ´, ðàÆîòß íå æîâåðłàåò Ł óðàâíåíŁå ðàÆîò çàïŁłåòæÿ â âŁäå
2— δó
1
 + — δó
2
 + Ò
ı
 δı
Ñ
 + Ò
y
 δó
Ñ
 = 0, (19)
ªäå ı
Ñ
, ó
Ñ
  ŒîîðäŁíàòß òî÷ŒŁ Ñ; ó
1
, ó
2
  îðäŁíàòß òî÷åŒ ïðŁºîæå-
íŁÿ æŁº âåæà æòåðæíåØ.
¨ç ÷åðòåæà íàıîäŁì:
ó
1
 = 1/
2
 L sinα, ó
2
 = L sinα,
ı
Ñ
 = L cosα, ó
Ñ
 = L sinα.
´àðüŁðóÿ ýòŁ æîîòíîłåíŁÿ, ïîºó÷àåì:
δó
1
 = 1/
2
 L cosα δα, δó
2
 = L cosα δα,
δı
Ñ
 =  L sinα δα, δó
2
 = L cosα δα.
˝àıîäŁì ïðîåŒöŁŁ æŁºß Ò íà îæŁ ı, ó:
Ò
ı
 = Ò cosβ, T
ó
 = Ò sinβ, β = 1/
2
 (pi  α),
Ò
ı
 = Ò sin 1/
2
 α, T
ó
 = Ò cos 1/
2
 α.
ˇîäæòàâŁâ ýòŁ âßðàæåíŁÿ â óðàâíåíŁå ðàÆîò (19), ïîºó÷Łì
2— cosα  Ò (sinα sin 1/
2 
α + cosα cos 1/
2 
α) = 0,
îòŒóäà
.
2
cos
cos2
α
α
=
PT
ˇðŁìåð 2
Òÿæåºàÿ óïðóªàÿ ºåíòà â âŁäå îŒðóæ-
íîæòŁ âåæîì— íàäåòà â ªîðŁçîíòàºüíîì
ïîºîæåíŁŁ íà ïðÿìîØ ªºàäŒŁØ Œîíóæ æ âåð-
òŁŒàºüíîØ îæüþ Ł óªºîì ïðŁ âåðłŁíå 2α
(ðŁæ. 10). —àäŁóæ ºåíòß â íåíàïðÿæåííîì
æîæòîÿíŁŁ ðàâåí à. ˝àØòŁ ïîºîæåíŁå ðàâ-
íîâåæŁÿ ºåíòß íà Œîíóæå Ł æŁºó óïðóªîæ-
òŁÒ ºåíòß, æ÷Łòàÿ åå ïðîïîðöŁîíàºüíîØ
óäºŁíåíŁþ îŒðóæíîæòŁ ºåíòß (ŒîýôôŁöŁ-
åíò ïðîïîðöŁîíàºüíîæòŁ ðàâåí λ).
— å ł å í Ł å
ˇóæòü ÌN  ïîºîæåíŁå ðàâíîâåæŁÿ ºåíòß, Œîªäà åå ðàäŁóæ ðà-
âåí ı. —àçðåæåì ºåíòó Ł ïðŁºîæŁì â ìåæòå ðàçðåçà äâå æŁºß óïðó-
ªîæòŁÒ:
Ò = 2pi (ı  à) λ .
¯æºŁ ìß îïóæòŁì ºåíòó íŁæå, òàŒ ÷òî ðàäŁóæ åå âîçðàæòåò íà
δı, òî ºåíòà ïðŁ ýòîì îïóæòŁòæÿ ïî âåðòŁŒàºŁ âíŁç íà δz, ðàâíîå
δz = δı ctgα .
ÓðàâíåíŁå, âßðàæàþøåå ïðŁíöŁï âŁðòóàºüíßı ïåðåìåøåíŁØ,
çàïŁłåòæÿ â âŁäå
— δz  Ò 2pi δı = 0 ,
ïîæºå ïîäæòàíîâŒŁ çíà÷åíŁØ Ò Ł δz Æóäåì Łìåòü
—Łæ. 10
C
α α
NM
O
—Łæ. 9
—
y
C D
— —
—
T
α x
A B
y
1
y2
T
1
y
1
β
22 23
— ctgα  λ 2pi (ı  à) 2pi = 0 ,
îòŒóäà
.
4
ctg
2
piλ
α
+=
P
ax
˙íàÿ ðàäŁóæ ı ïîºîæåíŁÿ ðàâíîâåæŁÿ, îïðåäåºŁì ðàææòîÿíŁå
ïºîæŒîæòŁ îŒðóæíîæòŁ ºåíòß îò âåðłŁíß Œîíóæà
2
2
4
ctg
ctgctg
piλ
α
+α=α=
P
axOC
Ł æŁºó óïðóªîæòŁ Ò ºåíòß
.
2
ctg
pi
α
=
P
T
ˇðŁìåð 3
˜âå ÆàºŒŁ ´Ñ Ł ÑD łàðíŁðíî æîåäŁíåíß â òî÷Œå Ñ, ïðŁŒðåï-
ºåíß öŁºŁíäðŁ÷åæŒŁì łàðíŁðîì ´ Œ âåðòŁŒàºüíîØ æòîØŒå À´,
çàøåìºåííîØ â æå÷åíŁŁ À, Ł öŁºŁíäðŁ÷åæŒŁì łàðíŁðîì D æîåäŁ-
íåíß æ ïîºîì. ˚ ÆàºŒàì ïðŁºîæåíß ªîðŁçîíòàºüíßå æŁºß—
1
 Ł—
2
(ðŁæ. 11). ˛ïðåäåºŁòü ðåàŒöŁþ â çàøåìºåííîì æå÷åíŁŁ À, —
1 
= 2k˝,
—
2
 = 4k˝, à = 4 ì, h = 2 ì.
— å ł å í Ł å
˜ºÿ îïðåäåºåíŁÿ ªîðŁçîíòàºüíîØ æîæòàâºÿþøåØ ðåàŒöŁŁ â çà-
øåìºåííîì æå÷åíŁŁ À çàìåíŁì çàäåºŒó íà ïîºçóí À â ªîðŁçîí-
òàºüíßı íàïðàâºÿþøŁı, Œ Œîòîðîìó æåæòŒî ïðŁŒðåïºåíà æòîØŒà
À´, Ł ïðŁºîæŁì ðåàŒöŁþÕ
À 
 (ðŁæ. 12).
ÑîîÆøŁì ŒîíæòðóŒöŁŁ âîçìîæíîå ïåðåìåøåíŁå æòîØŒŁ À´
âìåæòå æ ïîºçóíîì À íà δı âïðàâî, ïðŁ ýòîì âæå òî÷ŒŁ ÆàºŒŁ ´Ñ
ïîæòóïàòåºüíî ïåðåìåæòÿòæÿ â òîì æå íàïðàâºåíŁŁ íà δı, à ÆàºŒà
ÑD ïîâåðíåòæÿ íà óªîº δϕ = δx/2h âîŒðóª òî÷ŒŁ D.
ÑîæòàâŁì óðàâíåíŁå ðàÆîò
,0
221
=
δ
+δ+δ
h
x
hPxPxX A
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îòæþäà
Õ
À
 =  (—
1
 + 1/
2
 —
2
) =  4 k .˝
˜ºÿ îïðåäåºåíŁÿ âåðòŁŒàºüíîØ æîæòàâºÿþøåØY
À
 ðåàŒöŁŁ çà-
äåºŒŁ îòÆðîæŁì æâÿçü, ïðåïÿòæòâóþøóþ âåðòŁŒàºüíîìó ïåðåìå-
øåíŁþ æòîØŒŁ À ,´ çàìåíŁâ çàäåºŒó ïîºçóíîì À â âåðòŁŒàºüíßı
íàïðàâºÿþøŁı, Œ Œîòîðîìó æåæòŒî ïðŁŒðåïºåíà æòîØŒà À´, Ł ïðŁ-
ºîæŁì ðåàŒöŁþY
À  
(ðŁæ. 13).
´îçìîæíîå ïåðåìåøåíŁå â ýòîì æºó÷àå: ïîæòóïàòåºüíîå ïåðå-
ìåøåíŁå æòîØŒŁ À´ âìåæòå æ ïîºçóíîì À ââåðı íà δó, ÆàºŒà ÑD
ìîæåò ïîâîðà÷Łâàòüæÿ âîŒðóª òî÷ŒŁ D, ïîýòîìó, çíàÿ íàïðàâºåíŁÿ
âîçìîæíßı ïåðåìåøåíŁØ òî÷åŒ ´ Ł Ñ ÆàºŒŁ ´Ñ, íàØäåì ìªíîâåí-
íßØ öåíòð âðàøåíŁÿ ÆàºŒŁ ´Ñ  òî÷Œó ˛. ˙íà÷Łò, ÆàºŒà ´Ñ ïîâåð-
íåòæÿ âîŒðóª òî÷ŒŁ ˛ íà óªîº
,1 a
yδ
=δϕ
à ÆàºŒà ÑD ïîâåðíåòæÿ âîŒðóª òî÷ŒŁ D íà óªîº
.
222 a
y
ha
yh δ
=
δ
=δϕ
ÑîæòàâŁì óðàâíåíŁå ðàÆîò
,0
22 21
=
δ
+
δ
+δ
a
y
hP
a
yh
PyYA
îòŒóäà
.5,1
22 21
k˝
a
h
P
a
h
PYA −=


+−=
˜ºÿ îïðåäåºåíŁÿ ìîìåíòà Ì
À
 ðåàŒòŁâíîØ ïàðß (ðŁæ. 14), âîç-
íŁŒàþøåØ â çàäåºŒå À æòîØŒŁ À´, îòÆðîæŁì æâÿçü, ïðåïÿòæòâóþ-
øóþ ïîâîðîòó æòîØŒŁ À´, çàìåíŁâ çàäåºŒó łàðíŁðíî íåïîäâŁæ-
íîØ îïîðîØ, Ł ïðŁºîæŁì ìîìåíò Ì
À
.
ÑîîÆøàåì ŒîíæòðóŒöŁŁ âîçìîæíîå ïåðåìåøåíŁå: æòîØŒó À´
ïîâåðíåì íà óªîº δϕ âîŒðóª òî÷ŒŁ À, ÆàºŒà ´Ñ æîâåðłŁò ïîæòóïà-
òåºüíîå ïåðåìåøåíŁå δs = h δϕ, à ÆàºŒà ÑD ïîâåðíåòæÿ âîŒðóª
òî÷ŒŁ D íà óªîº 1/
2
 δϕ.
—Łæ. 13
—Łæ. 14
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¨òàŒ, ŒðŁâàÿ DE åæòü äóªà ýººŁïæà, óðàâíåíŁå Œîòîðîªî â âßÆ-
ðàííîØ æŁæòåìå ŒîîðäŁíàò Łìååò óŒàçàííßØ âŁä.
ˇðŁìåð 2
˛äíîðîäíßØ æòåðæåíü À´ łàðíŁðíî âðàøàåòæÿ îŒîºî òî÷ŒŁ À,
à äðóªîØ åªî Œîíåö ´ ïðŁâÿçàí Œ íŁòŁ, ïåðåŒŁíóòîØ ÷åðåç ÆºîŒ Ñ.
˚ Œîíöó íŁòŁ ïðŁŒðåïºåí ªðóç âåæîìQ. `ºîŒ Ñ ðàçìåøåí íà âåð-
òŁŒàºŁ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç łàðíŁð À, ÀÑ = À´ = b (ðŁæ. 16). ˜ºŁ-
íà l íŁòŁ ðàâíà 2b, âåæ æòåðæíÿ ðàâåí— = 2Q. ˝àØòŁ ŒðŁâóþ, íà
ŒîòîðîØ ªðóç Q âî âæåı ïîºîæåíŁÿı Æóäåò â ðàâíîâåæŁŁ.
— å ł å í Ł å
ÓðàâíåíŁå âîçìîæíßı ðàÆîò Łìååò âŁä
Q δy
1
  P δy
2
 = 0,
ªäå y
1
 Ł y
2
  æîîòâåòæòâåííî îðäŁíàòß òî÷åŒ D Ł ¯ ïðŁºîæåíŁÿ
æŁº Q Ł —. ÒàŒ ŒàŒ ýòî óðàâíåíŁå Łìååò ìåæòî ïðŁ âæåı çíà÷åíŁÿı
ÑîæòàâŁì óðàâíåíŁå ðàÆîò
Ì
À
 δϕ + —
1
 δϕ + —
2
 h 1/
2
 δϕ = 0,
îòæþäà
Ì
À
 =  (—
1
 + 1/
2
—
2
) h = 8 k˝.
˙íàŒ ìŁíóæ â ýòŁı æîîòíîłåíŁÿı îçíà÷àåò, ÷òî æîîòâåòæòâóþ-
øàÿ ðåàŒöŁÿ Łìååò íàïðàâºåíŁå, ïðîòŁâîïîºîæíîå ŁçîÆðàæåííî-
ìó íà ðŁæóíŒå.
3.4. —åłåíŁå çàäà÷ íà ÆåçðàçºŁ÷íîå ðàâíîâåæŁå
ˇðŁìåð 1
ÒÿæåºßØ îäíîðîäíßØ æòåðæåíü À´ äºŁíß 2l îäíŁì Œîíöîì
îïŁðàåòæÿ íà âåðòŁŒàºüíóþ æòåíó ´D, à äðóªŁì  íà íåïîäâŁæ-
íóþ ŒðŁâóþ DE. Ñòåðæåíü îæòàåòæÿ â âåðòŁŒàºüíîØ ïºîæŒîæòŁ
(ðŁæ. 15). ˚àŒîâà äîºæíà Æßòü ôîðìà ŒðŁâîØ DE, ÷òîÆß æòåðæåíü
Æßº â ðàâíîâåæŁŁ â ºþÆîì ïîºîæåíŁŁ?
— å ł å í Ł å
¯äŁíæòâåííàÿ àŒòŁâíàÿ æŁºà,
äåØæòâóþøàÿ íà æòåðæåíü, ýòî æŁºà
âåæà—, ïîýòîìó óðàâíåíŁå âîçìîæ-
íßı ðàÆîò Łìååò âŁä
mg δy
C
 = 0, δy
C
 = 0,
ªäå y
C 
  îðäŁíàòà öåíòðà ìàææ æòåð-
æíÿ.
ÒàŒ ŒàŒ ðàâíîâåæŁå æòåðæíÿ
ÆåçðàçºŁ÷íîå, òî óðàâíåíŁå Łìååò
ìåæòî ïðŁ âæåı çíà÷åíŁÿı y
C
, îò-
Œóäà, ŁíòåªðŁðóÿ, ïîºó÷àåì: y
C
 = æ,
òî åæòü îðäŁíàòà öåíòðà ìàææ äîºæíà îæòàâàòüæÿ ïîæòîÿííîØ. ˇðî-
âåäåì æŁæòåìó ŒîîðäŁíàò x˛y òàŒ, ÷òîÆß îæü ı ïðîıîäŁºà â ªîðŁ-
çîíòàºüíîì íàïðàâºåíŁŁ ÷åðåç òî÷Œó Ñ, òîªäà ŒîîðäŁíàòß òî÷ŒŁ À
ı
À
 = 2l sinϕ, y
A
 =  l cosϕ,
îòŒóäà, ŁæŒºþ÷àÿ ϕ, ïîºó÷Łì
—Łæ. 15
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( )[ ], 22
2
1
cos 2
2 brb
b
rb −−=θ−
2b2  2b r cosθ = 4b2  4b r + r2  2b2,
îòŒóäà
r = 4b  2b cosθ
ŁºŁ
r = l (2  cosθ).
˝àłºŁ ïîºÿðíîå óðàâíåíŁå ŒðŁâîØ, ïî ŒîòîðîØ äîºæåí äâŁ-
ªàòüæÿ ªðóç Q.
3.5. —åłåíŁå çàäà÷
ïðŁ íàºŁ÷ŁŁ îæâîÆîæäàþøŁı æâÿçåØ
ˇðŁíöŁï âŁðòóàºüíßı ïåðåìåøåíŁØ äºÿ æŁæòåì  æ îæâîÆîæäà-
þøŁìŁ æâÿçÿìŁ ôîðìóºŁðóþò òàŒ: ïðŁ ðàâíîâåæŁŁ æóììà ýºåìåí-
òàðíßı ðàÆîò âæåı àŒòŁâíßı æŁº íà âîçìîæíßı ïåðåìåøåíŁÿı,
âßâîäÿøŁı æŁæòåìó Łç ïîºîæåíŁÿ ðàâíîâåæŁÿ, äîºæíà Æßòü ðàâ-
íà ŁºŁ ìåíüłå íóºÿ:
,
1
δpi=δ∑
=
k
n
k
k rF
ªäå θpi ðàâíî ŁºŁ ìåíüłå íóºÿ.
˜ºÿ íàıîæäåíŁÿ ïîºîæåíŁØ ðàâíîâåæŁÿ ìåıàíŁ÷åæŒîØ æŁæòå-
ìß æ îæâîÆîæäàþøŁìŁ æâÿçÿìŁ ÷àøå âæåªî ïðŁìåíÿþò àíàºŁòŁ-
÷åæŒŁØ æïîæîÆ æ ïðŁìåíåíŁåì íåîïðåäåºåííßı ìíîæŁòåºåØ ¸àª-
ðàíæà.
—àææìîòðŁì ýòîò æïîæîÆ äºÿ æºó÷àÿ îäíîØ òî÷ŒŁ, íàıîäÿøåØæÿ
ïîä äåØæòâŁåì àŒòŁâíîØ æŁºß F c ŒîîðäŁíàòàìŁ X, Y, Z, Ł æâÿçŁ,
çàäàííîØ â âŁäå
f(x, y, z) = æ, (23)
ªäå æ ìîæåò óâåºŁ÷Łâàòüæÿ ŁºŁ óìåíüłàòüæÿ â çàâŁæŁìîæòŁ îò òîªî,
â ŒàŒóþ æòîðîíó îò ïîâåðıíîæòŁ âîçìîæíî îæâîÆîæäàþøåå ïåðå-
y
1
 Ł y
2
 (ðàâíîâåæŁå ÆåçðàçºŁ÷íîå), òî åªî ìîæíî ŁíòåªðŁðîâàòü.
ˇîºó÷Łì
Q y
1
 + — y
2
 = Ñ. (20)
¯æºŁ ïðåäïîºîæŁòü, ÷òî â íà÷àºüíîì ïîºîæåíŁŁ òî÷ŒŁ D Ł ¯
íàıîäÿòæÿ íà îäíîØ âåðòŁŒàºŁ, ïðŁ÷åì ªðóç Q íàıîäŁòæÿ â òî÷Œå Ñ,
ïîæŒîºüŒó äºŁíà íŁòŁ l = 2b, òî â ýòîì ïîºîæåíŁŁ y
1
 = b, y
2
 = 1/
2
 b,
ïîäæòàâºÿÿ ýòŁ çíà÷åíŁÿ Ł — = 2Q â óðàâíåíŁå (20), ïîºó÷Łì
Q b  2Q 1/
2
 b = Ñ,
îòŒóäà Ñ = 0. ˙íà÷Łò
Q y
1
 + — y
2
 = 0. (21)
Öåíòð òÿæåæòŁ îÆîŁı ªðóçîâ â âßÆðàííîØ æŁæòåìå ŒîîðäŁíàò
Łìååò îðäŁíàòó
.021 =
+
+
=
PQ
PyQy
yC
ÒàŒŁì îÆðàçîì, öåíòð òÿæåæòŁ îÆîŁı ªðóçîâ Æóäåò âæå âðåìÿ
îæòàâàòüæÿ íà îæŁ ı.
˛Æîçíà÷Łì äºŁíó ÷àæòŁ íŁòŁ ÑD ÷åðåç r Ł ââåäåì óªîº θ, ìåæ-
äó ýòîØ ÷àæòüþ íŁòŁ Ł âåðòŁŒàºüþ, Łíòåªðàº óðàâíåíŁÿ ðàÆîò (21)
ïðŁíŁìàåò âŁä
Q(b  r cosθ) = P 1/
2
 b cosϕ
ŁºŁ, ïîºàªàÿ — = 2Q, cosϕ = 2cos2 1/
2
ϕ  1, ïîºó÷Łì
b  r cosϕ = b (2cos2 1/
2
ϕ  1). (22)
¨ç ªåîìåòðŁ÷åæŒŁı óæºîâŁØ Łìååì
r = 2b  2b sin1/
2
 (pi  ϕ) = 2b (1  cos 1/
2
ϕ),
îòŒóäà
.
2
2
2
1
cos
b
rb −
=ϕ
ˇîäæòàâŁâ ýòî çíà÷åíŁå â Łíòåªðàº óðàâíåíŁÿ ðàÆîò (22) ïî-
ºó÷Łì
30 31
ìåøåíŁå (δæ > 0, åæºŁ îò íà÷àºà ŒîîðäŁíàò, Ł δæ < 0, åæºŁ Œ íà÷àºó
ŒîîðäŁíàò). ˜ŁôôåðåíöŁðóÿ óðàâíåíŁå æâÿçŁ (23), ïîºó÷àåì çàâŁ-
æŁìîæòü ìåæäó âîçìîæíßìŁ ïåðåìåøåíŁÿìŁ:
,cz
z
f
y
y
f
x
x
f δ=δ
δ
δ
+δ
δ
δ
+δ
δ
δ (24)
ªäå δæ  íåŒîòîðàÿ íåîïðåäåºåííàÿ, íî Łìåþøàÿ îïðåäåºåííßØ
çíàŒ, âåºŁ÷Łíà.
Óìíîæàåì óðàâíåíŁå (24) íà íåîïðåäåºåííßØ ìíîæŁòåºü λ
Ł æŒºàäßâàåì åªî æ óðàâíåíŁåì, âßðàæàþøŁì ïðŁíöŁï âŁðòóàºü-
íßı ïåðåìåøåíŁØ:
X δx + Y δy + Z δz = δpi, (25)
ªäå δpi ðàâíî ŁºŁ ìåíüłå íóºÿ. ˇîºó÷Łì
.cz
z
f
Zy
y
f
Yx
x
f
X λδ+δpi=δ


δ
δλ++δ



δ
δλ++δ


δ
δλ+
´ßÆåðåì λ òàŒ, ÷òîÆß
,0=
δ
δλ+
x
fX
òîªäà â æŁºó ïðîŁçâîºüíîæòŁ δy Ł δz äºÿ íåîæâîÆîæäàþøŁı ïåðå-
ìåøåíŁØ Æóäåì Łìåòü
,0=
δ
δλ+
y
f
Y  ,0=
δ
δλ+
z
f
Z
ïîæºå ÷åªî óðàâíåíŁå ïðŁíŁìàåò âŁä
δpi + λ δæ = 0.
ÒàŒ ŒàŒ δpi ≤ 0, òî ïðîŁçâåäåíŁå λδæ äîºæíî Æßòü Æîºüłå ŁºŁ
ðàâíî íóºþ, æºåäîâàòåºüíî çíàŒ ìíîæŁòåºÿ λ äîºæåí Æßòü îäŁíà-
Œîâ æî çíàŒîì δæ. ˇðŁ òàŒŁı λ îïðåäåºÿþòæÿ ŁæŒîìßå ïîºîæåíŁÿ
ðàâíîâåæŁÿ.
ˇðŁìåð 1
ÌàòåðŁàºüíàÿ òî÷Œà M âåæà— íàıîäŁòæÿ âíóòðŁ Œîíóæà æ âåð-
òŁŒàºüíîØ îæüþ, çàäàííîØ óðàâíåíŁåì
x2 + 4y2  4z2 = 0.
Òî÷Œà îòòàºŒŁâàåòæÿ îò âåðłŁíß Œîíóæà æŁºîØ, ÷Łæºåííî ðàâ-
íîØ F = kr, ªäå r  ðàææòîÿíŁå òî÷ŒŁ îò âåðłŁíß Œîíóæà (ðŁæ. 17).
˝àØòŁ ïîºîæåíŁÿ ðàâíîâåæŁÿ Ł äàâºåíŁå òî÷ŒŁ íà ïîâåðıíîæòü.
— å ł å í Ł å
ˇðîåŒöŁŁ íà ŒîîðäŁíàòíßå îæŁ æŁºß, äåØæòâóþøåØ íà òî÷Œó:
X = kx, Y = ky, Z = kz  P.
ÓðàâíåíŁå ðàÆîò (25) çàïŁæßâàåòæÿ â âŁäå
kx δx + ky δy + (kz  P)δz = δpi, (26)
ªäå δpi ≤ 0, δx, δy, δz óäîâºåòâîðÿþò óðàâíåíŁþ, ïîºó÷àåìîìó
âàðüŁðîâàíŁåì óðàâíåíŁÿ æâÿçŁ:
2x δx + 8y δy  8z δz = δæ, (27)
ªäå δæ ≤ 0, òàŒ ŒàŒ òî÷Œà ìîæåò æıîäŁòü æ ïîâåðıíîæòŁ Œîíóæà
âíóòðü.
—Łæ. 17
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ÓðàâíåíŁÿ ¸àªðàíæà æ íåîïðåäåºåííßì ìíîæŁòåºåì λ Æóäóò
kx + λ 2x = 0,  ky + λ 8y = 0,  kz  P  λ 8z = 0.
—åłàÿ ýòŁ óðàâíåíŁÿ æîâìåæòíî æ óðàâíåíŁåì æâÿçŁ (27), íà-
ıîäŁì æºåäóþøŁå âîçìîæíßå æŁæòåìß ðåłåíŁØ:
1. x = 0, ,
8
k
−=λ  ,
2k
P
z =  .
2k
P
y ±=
2. ,0≠x  ,
2
k
−=λ  ,
5k
P
z =  y = 0, .
5
2
k
P
x ±=
3. x = 0, y = 0, z = 0, .−∞=λ
ÒàŒ ŒàŒ λ äîºæíî Æßòü îòðŁöàòåºüíßì, òî â ïåðâßı äâóı æºó-
÷àÿı íàØäåííßå ÷åòßðå ïîºîæåíŁÿ ðàâíîâåæŁÿ Æóäóò Łìåòü ìåæ-
òî. ˜àâºåíŁå íà ïîâåðıíîæòü íàØäåòæÿ ïî ôîðìóºå
,
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k
N =++=
äºÿ âòîðîØ ïàðß ðåłåíŁØ:
.5
5
2
4
1
644
5
2
22
P
k
Pk
N =+=
´ òðåòüåì æºó÷àå äàâºåíŁå N
3
 = P.
ˇðŁìåð 2
Òåºî, Łìåþøåå ïîºîæòü â âŁäå òðåıîæíîªî ýººŁïæîŁäà æ ïîºó-
îæÿìŁ à, b, æ âðàøàåòæÿ ðàâíîìåðíî âîŒðóª îæŁ z æ óªºîâîØ æŒîðî-
æòüþ ω. ´íóòðŁ ïîºîæòŁ íàıîäŁòæÿ òÿæåºàÿ òî÷Œà, ìàææà ŒîòîðîØ
ðàâíà åäŁíŁöå (ðŁæ. 18). ˝àØòŁ ïîºîæåíŁÿ îòíîæŁòåºüíîªî ðàâíî-
âåæŁÿ òî÷ŒŁ.
— å ł å í Ł å
˝à òî÷Œó Ì äåØæòâóåò æŁºà âåæà—, Ł òàŒ ŒàŒ Łøåì ïîºîæåíŁÿ
åå îòíîæŁòåºüíîªî ðàâíîâåæŁÿ, ââîäŁì æŁºó ŁíåðöŁŁ φ  ýòîØ òî÷ŒŁ.
ÝººŁïæîŁä ðàâíîìåðíî âðàøàåòæÿ âîŒðóª îæŁ z ïîýòîìó óæŒîðå-
íŁå òî÷ŒŁ ïðŁ åå âðàøåíŁŁ âìåæòå æ ýººŁïæîŁäîì æâîäŁòæÿ Œ
öåíòðîæòðåìŁòåºüíîìó óæŒîðåíŁþ.
´åŒòîð æŁºß ŁíåðöŁŁ òî÷ŒŁ Łìååò ïðîåŒöŁŁ
.0,,
22




ωωφ y
g
P
x
g
P
ÓðàâíåíŁå ðàÆîò Łìååò âŁä
ω2x δx + ω2y δy  g δz = δpi,
ªäå δpi ≤ 0.
ÓðàâíåíŁå ýººŁïæîŁäà Łìååò âŁä
,12
2
2
2
2
2
=++
c
z
b
y
a
x (28)
Ł òàŒ ŒàŒ òî÷Œà ìîæåò æıîäŁòü æ ïîâåðıíîæòŁ ýººŁïæîŁäà âíóòðü,
òî âîçìîæíßå ïåðåìåøåíŁÿ òî÷ŒŁ óäîâºåòâîðÿþò óðàâíåíŁþ
,
222
222 czc
zy
b
y
x
a
x δ=δ+δ+δ
ªäå δc ≤ 0.
—Łæ. 18
 
M
—
φ
y
O
x
z
34
ÑŁæòåìà óðàâíåíŁØ æ íåîïðåäåºåííßì ìíîæŁòåºåì λ Æóäåò
Łìåòü âŁä
,0
2
2
2
=λ+ω
a
x
x (29)
,02 2
2
=λ+ω
b
yy (30)
.0
2
2
=λ+−
c
z
g (31)
ÓðàâíåíŁÿ (29) Ł (30) äàþò äâå ïàðß ðåłåíŁØ:
1) x = 0, ,
2
22
1
bω
−=λ
2) y = 0, .
2
22
2
aω
−=λ
ÒàŒ ŒàŒ çíà÷åíŁÿ λ îòðŁöàòåºüíß, òî ýòŁ ðåłåíŁÿ æîıðàíÿþò-
æÿ Ł ïðŁ îæâîÆîæäàþøŁı ïåðåìåøåíŁÿı. ¨ì Æóäóò æîîòâåòæòâî-
âàòü æºåäóþøŁå ÷åòßðå ïîºîæåíŁÿ ðàâíîâåæŁÿ:
x= 0, ,22
2
b
gc
z
ω
−= ,2
4444
b
gcb
y
ω
−ω
±=
y = 0, ,
22
2
a
gc
z
ω
−= .
2
2244
a
gca
x
ω
−ω
±=
˚ðîìå òîªî, óðàâíåíŁå (31) äàåò
.
2
2
3 z
gc
=λ (32)
˙íà÷åíŁå (32) ìîæåò óäîâºåòâîðÿòü óðàâíåíŁÿì (29) Ł (30) òîºü-
Œî ïðŁ x = y = 0. ´ òàŒîì æºó÷àå ïîæºå ïîäæòàíîâŒŁ ýòŁı çíà÷åíŁØ
â óðàâíåíŁå ýººŁïæîŁäà (28), ïîºó÷àåì
z = – æ.
ÒàŒ ŒàŒ λ äîºæíî Æßòü îòðŁöàòåºüíßì, òî äºÿ îæâîÆîæäàþ-
øŁı ïåðåìåøåíŁØ ìß äîºæíß âçÿòü
z = æ.
ÒàŒŁì îÆðàçîì, íàØäåíî åøå îäíî, ïÿòîå, ïîºîæåíŁå îòíîæŁ-
òåºüíîªî ðàâíîâåæŁÿ x = 0, y = 0, z = æ.
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